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l. Introduction. 
Dans cet article il s'agit d'une theorie d'integration de fonctions, 
definies sur un espace topologique localement compact X, qui prennent 
leurs valeurs dans un corps muni d'une valuation non-archimedienne. 
D'abord on etudie les conditions qu'il faut imposer a X. On introduit 
l'espace O(X) des fonctions sur X a valeurs dans K, continues eta support 
compact. La theorie de !'integration est alors developpee selon la methode 
de Bourbaki. Les mesures et les integrales prennent leurs valeurs dans K. 
On peut transposer une grande partie de la theorie "ordinaire" dans le 
cas non-archimedien. Comme faits remarquables notons }'existence dans 
X d'un ensemble negligeable maximal et le fait que le theoreme de Radon-
Nikodym ne reste plus valable dans le cas non-archimedien. 
A titre d'exemple on etudie la question de !'existence d'une mesure de 
Haar a valeurs dans K sur un groupe topologique localement compact. 
Mentionnons un article, paru en 1944, de J 'un des auteurs de cet article [6 ], 
ou celui-ci a deja donne une definition de l'integrale comme fonctionnelle 
Jineaire dans le cas non-archimedien. Le probleme a ete etudie recemment 
par F. Tomas (voir un expose au Seminaire BOURBAKI [2]). Il etudie 
!'integration sur les groupes topologiques par une methode qui differe 
de la notre, utilisant certaines sommes ("sommes de Riemann" et "sommes 
de Lebesgue"). 
2. Preliminaires. 
Dans ce travail, K designera un corps value complet, non-archimedien. 
Nous supposons la valuation non-triviale. Soit X un espace topologique 
separe et localement compact, soit O(X) !'ensemble des fonctions sur X 
a valeurs dans K, continues et a support compact. O(X) est une algebre 
sur K. 
Comme O(X) est !'objet qui nous interessera dans la suite, il est raison-
nable de supposer: 
(2.1) Les fonctions de C(X) separent les points de X. 
On a Je resultat suivant: 
(2.2) Pour que X verifie (2.1}, il faut et il suffit que X soit de dimension 0. 
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Pour demontrer (2.2) observons d'abord qu'un espace X localement 
compact est de dimension 0 si et seulement si on peut separer deux points 
quelconques de X. C'est-a-dire: lorsque x, y EX, x=!=y, il existe un 
ensemble U C X, ouvert et ferme, tel que x E U, y ¢= U. Cela est demontre 
dans [3] Chapter II, no. 4 (!'hypothese de separabilite, faite dans [3], 
ne joue aucun role dans cette demonstration). 
Supposons que les fonctions de C(X) separent les points de X. 
Soit x, y EX, x =I= y. II existe I E C(X) telle que l(x) =I= l(y). Soit 
U = {z EX lil(x)-l(z)i < il(x)-l(y)l}. 
Alors U est un ouvert de X qui contient x. Mais U est aussi ferme. Soit 
z ¢= U, alors on a 
il(x)- l(z) I ~ il(x) -)(y)j. 
So it 
V={tEXIil(z)-l(t)i < il(x)-l(z)j}. 
Alors 
il(x)- l(t)l =Max (il(x)- l(z)i, il(z)- l(t)i) = il(x)- l(z)j. 
Done V est ouvert, contient z et U n V = 0. Ceci implique que CU est 
ouvert. Done U est ouvert et ferme, x E U, y ¢= U. 
En vertu de ce qui a ete dit plus haut, il s'ensuit que X a dimension 0. 
Inversement, supposons que X ait dimension 0. Prenons deux points 
distincts x, y E X. Puisque la dimension de X est 0, il existe des voisinages 
ouverts et fermes de x arbitrairement petits. Comme X est Jocalement 
compact, ceci impJique !'existence d'un voisinage ouvert et compact U 
de x, tel que y ¢= U. Alors la fonction caracteristique rpu de U (qui est 1 
sur U et 0 en dehors de U) est dans C(X) et separe x et y. 
Nous aurons besoin plus loin du theoreme de Stone-Weierstrass, dont 
voici l'enonce. 
(2.3) Soit A une sous-algebre de C(X) telle que les lonctions de A separent 
les points de X. Alors toute I E C(X) est adherent a A pour la topologie de 
la convergence unilorme sur X. 
La demonstration (d'un resultat plus general) est donnee dans [4]. 
Nous utiliserons plus loin des recouvrements particuliers de X. 
(2.4) Definition: Un recouvrement (UthEI de X est appele special, 
lorsque les Ut sont des ensembles ouverts et compacts de X, tels que Ut n U1 = 0 
lorsque i =1= j. 
Quant a !'existence de recouvrements speciaux on ale resultat suivant: 
(2.5) Supposons X de dimension 0 et denombrable a l'infini (c'est-a-dire 
reunion d'une suite de compacts). Alors X possede des recouvrements speciaux 
arbitrairement fins. 
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Soit (Vi)i EI un recouvrement ouvert de X. Nous devons construire un 
recouvrement special plus fin. Or, X etant denombrable a l'infini, il 
existe une suite (Kn)nEN de compacts, tels que Kn C Kn+l, U Kn=X. 
" Puisque X est localement compact de dimension 0, nous pouvons 
supposer les Kn ouverts et compacts. Soit 
Ln+l = Kn+l n OKn (n ~ 1), L1 = K1. 
Alors les Ln sont aussi ouverts et compacts, et Lm n Ln = 0 pour m # n. 
Pour tout n, il existe un nombre fini des Vi qui recouvrent Ln. Il est 
clair qu'il existe un recouvrement special (Uinh:;;i~k., de Ln tel que chaque 
Uin soit contenu dans un des Vi choisis. Alors !'ensemble de tous les Uin 
est un recouvrement special de X plus fin que le recouvrement donne. 
Dans la suite, X designera toujours un espace separe localement compact 
de dimension 0, denombrable a l'infini. Comme on a vu, ceci implique 
(2.1) et (2.5). 
3. Mesures. 
Nous conservons les notations du numero precedent. Definissons une 
norme sur O(X) par 
IIIII =sup ll(x)l. 
:»EX 
C'est une norme non-archimedienne. K etant suppose complet, O(X) 
est aussi complet. C'est done un espace de Banach (et meme une algebre 
de Banach). 
La definition d'une mesure qui va suivre est calquee sur celle de 
N. BouRBAKI dans le cas de !'integration "ordinaire" (voir [1], p. 50). 
(3.1) Definition: Une mesure sur X a valeurs dans K est une lonction 
lineaire f-t sur O(X) a valeurs dans K, qui satislait a la condition suivante: 
pour tout compact A C X il existe une constante delle M A~ 0 telle que 
. pour toute I E O(X) qui soit nulle en dehors de A. 
Soit M(X) l'espace vectoriel des mesures sur X. f-t est une mesure 
bornee, lorsqu'il existe une constante reelle M ~ 0, telle que 
IJt{f)l ~ M IIIII (f E O(X)). 
Les mesures bornees forment un espace de Banach M'(X), la norme 
etant definie de la maniere usuelle par 
IIJtll =sup 11111-1 IJt(f)l. 
'* 0 
M'(X) est le dual de O(X). Il est clair que sur un espace X compact, toute 
mesure est bornee. 
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Soient I-' une mesure sur X et A un ouvert compact de X. Alors la 
fonction caracteristique cpA est continue et a support compact. Nous 
poserons 
!-'(A) = f'(cpA), 
c'est la 1-'-mesure de A. 
Le resultat suivant donne une methode pour definir des mesures. 
(3.2) Soit F une base de la topologie de X, lormee d'ensembles ouverts 
compacts. Supposons qu'on ait associe a tout A E F un element !-'(A) E K 
tel que les conditions suivantes soient satislaites : 
(i) soient (Aih~i~k des ensembles disjoints de F, dont la reunion est dans F. 
Alors on a 
k k 
!-'(U Ai) = L f'(Ai); 
i-1 i-1 
(ii) quand A parcourt les ensembles de F qui sont contenus dans un ouvert 
compact fixe de X, les nombres 11-'(A)l restent bornes; 
Alors il existe une mesure I-' et une seule sur X, telle que les !-'(A) soient 
les wmesures des A E F. 
Soit I E O(X), soit S un ouvert compact tel que I soit nuJle en dehors 
de S. Considerons les recouvrements speciaux de S qui soient finis et 
composes d'ensembles de F. Comme Fest une base de la topologie de X, 
il existe de te]s recouvrements arbitrairement fins. Soit u l'objet forme 
par un tel recouvrement ott= (Aih~i~k et un ensemble de points (ai)l~i~k, 
avec ai EAt. 
Ecrivons 
u ={ott; a1, ... , ak}· 
Soit .7t' l'ensemble des u. Soit v={'f'"; bt, ... , b1}. Nous posons v.;;;;;u 
lorsque 'f'" est plus fin que ott et que {a1 , ••• , ak} C {bt, ... , b1}. 
La relation .;;;;; est un ordre sur ff, qui est filtrant. 
Formons les "sommes de Riemann" 
k 
Su(f) = L l(at) !-'(At), 
i-1 
ou 
Alors on verifie sans peine que 
JSu(f)-Sv(f)J ~Max Max ll(x)-l(y)J, 
i x.veAi 
.lorsque v.;;;;; u. 
La continuite uniforme de I sur S et le fait que K est complet entrainent 
que lim Su(f) existe, lorsque u parcourt le filtre des sections de ff. Nous 
posons !-'(f)= lim Su(f). Alors on verifie que I-' est une mesure sur X qui 
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possede les proprietes requises. L'unicite de fl se demontre en observant 
qu'on peut approximer toute fonction continue sur S par des fonctions 
en escalier, (constantes sur les ensembles de F). Nous laissons les details 
au lecteur. 
Mentionnons la consequence suivante de (3.2) 
(3.3} Soit A l'anneau des entiers de K. L'ensemble des mesures bornees 
fl sur X avec lit-til~ 1 est un A-module, isomorphe a Ho (X, A), groupe 
d'homologie de Cech de X a valeurs dans A. 
Comme nous n'utiliserons pas ce resultat dans ce travail, nous ne 
donnerons pas la demonstration (qui, du reste, ne presente pas de 
di :ffi cul tes). 
Exemples de mesures. 
(a) soit (xi) une suite de points de X, soit (1Xi) une suite d'elements de 
K convergeant vers 0. 
Alors 
t-tU) = ! IXi f(xi) (/ E O(X)) 
i 
definit une mesure sur X. 
(b) soit D un ensemb]e ferme et discret dans X, soit IX une fonction 
sur D a valeurs dans K. 
Alors 
t-tU) = ! IX( d) f(d) (/ E O(X)) 
dED 
definit une mesure sur X. 
La verification de ce qu'on a une mesure dans les exemples (a) et (b) 
est facile. 
(c) mesure de Haar. 
Soit G un groupe topologique localement compact, de dimension 0 et 
denombrable a ]'infini. 
Soit f E O(G), g E G. Nous definissons fg E O(X) par 
(fg)(x) = f(gx) (x E G). 
Soit fl E M(G}, g E G. Nous definissons gfl E M(G) par 
(gt-t }(/) = ft(/g). 
Definition: fl est une mesure de Haar a valeurs dans K invariante 
a gauche, lorsque fl =I= 0, gfl = fl pour tout g E G. 
Nous allons donner un critere pour !'existence d'une telle mesure 
de Haar. 
Rappe1ons d'abord qu'un groupe topologique G localement compact de 
dimension 0 possede des sous-groupes ouverts compacts arbitrairement 
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petits (voir [8] p. 149, Satz 16) et qu'un sous-groupe ouvert d'un groupe 
compact a indice fini. 
Soit G un groupe topologique localement compact, de dimension 0 et 
denombrable a l'infini. Soit p un nombre premier. Nous dirons que G 
est p-fini lorsque G satisfait a la condition suivante: so it H o un sous-
groupe ouvert compact fixe de G; alors pour tout sous-groupe ouvert 
compact H de Ho l'indice [Ho : H] n'est divisible que par une puissance 
bornee de p (cette definition ne depend pas du groupe Ho). 
(3.4) Soit p la caracteristique du corps residuel de K. 
(a) Pour p = 0 il existe sur G une mesure de Haar a valeurs dans K; 
(b) pour p > 0 il existe sur G une mesure de H aar a valeurs dans K si et 
seulement si G est p-fini. 
Supposons qu'il existe une mesure de Haar p, sur G a valeurs dans K. 
Soient H et Ho comme ci-dessus. Alors on a 
p,(Ho) = [Ho : H] p,(H). 
Lorsque p > 0 et que G n'est pas p-fini, ceci n'est possible que si p,(Ho) = 0. 
Par consequent p,{gHo)=O pour tout sous-groupe ouvert compact Ho de G, 
et tout g E G. Comme les gHo (g E G, Ho sous-groupe ouvert compact) 
forment une base de la topologie de G, (3.2) implique la contradiction p, = 0. 
Supposons maintenant p > 0 et soit G p-fini. Prenons un sous-groupe 
ouvert compact H o de G tel que pour tout sous-groupe ouvert compact 
H de Ho l'indice [Ho : H] soit premier a p (c'est evidemment possible). 
Posons pour un tel H et g E G 
p,(gH) = [Ho : HJ-1. 
En faisant varier H C H o et g E G on obtient une base de la topologie 
de X, qui verifie les conditions de (3.2}. En vertu de (3.2}, il existe une 
mesure p, sur G telle que p,(gH) soit la p,-mesure de gH. Comme la famille 
F de (3.2) est maintenant invariante par multiplication a gauche par les 
elements de G et comme p,(gA) = p,(A) (A E F, g E G), l'unicite de la 
mesure p, de (3.2} implique que dans notre cas p, est une mesure de Haar 
a valeurs dans K. 
Lorsque p = 0 la demonstration est analogue. 
Remarque. - La demonstration de (3.4} demontre en meme temps 
l'unicite, a un facteur pres, de la mesure de Haar. 
Mentionnons quelques consequences de (3.4). 
(i) Soit L un corps local a corps residue! fini de caracteristique q. Soit G 
le groupe compact des entiers deL. K etant comme ci-dessus, (3.4) montre 
qu'il existe une mesure de Haar a valeurs dans K sur G lorsque q =1= p, 
mais pas lorsque q=p (ce resultat negatif est deja donne dans [6]). 
(ii) Soit L comme dans (i}, soit G=GL(n, L). C'est un groupe localement 
compact. Une base de voisinages de !'element neutre est donnee par les 
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sous-groupes ouverts compacts Hn(n> 1) de G, composes des matrices a 
a coefficients entiers de L, tels que a = 1 mod nn (n designant un element 
premier de L). On sait que l'indice [Hn : Hn+l] est une puissance de q. 
Ceci implique que G est p-fini pour tout p#q. 
(iii) Le fait evident qu'un sous-groupe ferme d'un groupe p-fini est 
aussi p-fini entraine comme consequence de l'exemple (ii) le fait suivant. 
Soit V un groupe lineaire algebrique defini sur L, soit G le groupe 
localement compact des elements de V rationnels sur L. 
Alors G est contenu dans un groupe GL(n, L) convenable. On conclut 
que G est p-fini pour p#q, done il existe une mesure de Haar a valeurs 
dans K sur G si et seulement si p#q. 
4. La semi-norme N. 
Conservons les notations anterieures. Soit p, une mesure sur J'espace X 
(qui, comme toujours, est suppose localement compact, de dimension 0 
et denombrable a l'infini). 
(4.1) La fonction reelle N sur O(X), donnee par 
N(f) =sup IIYII-1 lp,(fg)l (g E O(X)) 
U*O 
est une semi-norme non-archimedienne sur O(X). 
La verification est immediate. 
Remarque: Dans le cas de !'integration "classique" la definition 
garde son sens: on a alors 
N(f) = p,(lfl). 
Les proprietes suivantes sont assez immediates. 
(4.2) Pour f, g E O(X) on a 
(a) lp,(/}1 ;;;;,N(f), 
(b) N(fg);;;;,N(f) IIYII ("inegalite de Holder"). 
D'apres la definition de N, on a lp,(fg)l ;;?,N(f) IIYII· 
(a) resulte en prenant pour g la fonction caracteristique d'un ouvert 
compact, qui contient le support de f. La verification de (b) est aisee. 
Le resultat suivant est un peu moins trivial. 
(4.3) Soit tllt=(Ui)iEI un recouvrement special de X. Soit f/Ji la fonction 
caracteristique de ui. Posons pour IE O(X), 
Alors 
N o/l(f) =sup (sup lf(x)l N(q;i)). 
i a:EU; 
N(f) = inf N o/l(f). 
o/1 
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Pour tout eft, on a 
I= 2 fq;i 
i 
(comme fest a support compact, presque tousles termes de cette somme 
sont 0). Done 
N(f) ~ sup N(fq;i)· 
i 
D'autre part, (4.2) (b) montre que 
ce qui implique que 
(1) N(f) = sup N(fq;i).~ 
i 
Comme N(fq;i) ~Max lf(x)l N(q;i), il en resulte que 
o:EU; 
N(f) ~ inf N au(/). 
au 
Soit maintenant S un ouvert compact fixe contenant le support de f. 
Utilisant la continuite uniforme de f sur S, on voit qu'il existe pour tout 
e > 0 un recouvrement special fini eft= ( Ut) deS et une fonction en escalier 
2 Aif(Ji (ou f{Ji est la fonction caracteristique de Ui) tels que 
i 
11/-2 AifPtll <e. 
i 
On peut en outre supposer que Ui C S, done que fPi est 0 en dehors deS. 
On peut prolonger ce recouvrement a un recouvrement special de X. 
Alors, q; designant la fonction caracteristique deS, (4.2) (b) implique que 
(2) N(f) 6 N(2 AtffJt)-eN(q;) =sup IJ..tl N(q;i) -eN(q;), 
i i 
en vertu de (1). 
Or 
lsuplf(x)I-IJ..ill < e 
o:EU; 
et comme f{Jtf(J=f[Jt, on a 
(2) donne done 
sup IJ..il N(q;i) 6 sup sup lf(x)l N(q;i)-eN(q;), 
et 
ce qui implique que 
N(f) 6 N au(/)- 2eN(q;), 
N(f) 6 inf N au(/). 
au 
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Signalons encore le resultat suivant, qui est une consequence facile de 
la formule (l). 
(4.4) Soient U et V des ouverts compacts de X avec V C U. Alors 
N(cpv) ~ N(cpu). 
Soit main tenant x E X, et definissons 
N(x) = inf N(cpu), 
ou U parcourt les voisinages ouverts compacts de x. 
(4.5) Soit IE O(X). Alors on a 
(3) N(f) =sup /l(x)/ N(x). 
XEX 
Soit Olt=(Ui)iEI un recouvrement special de X, soit x E Ui. Alors on a 
(avec les notations de (4.3)) 
lf(x)/ N(x) ~sup /f(x)J N(cpi) ~ N 0/t(f), 
XEUJ 
ce qui implique que 
sup lf(x)/ N(x) ~ N(f). 
xEX 
Pour terminer la demonstration de (4.5), nous devons demontrer l'inegalite 
opposee. Soit Sun ouvert compact tel que I soit nulle sur le complementaire 
de S. Soit O<e< l. 
Prenons un recouvrement special Olt=(Ui)iEI de X tel que 
(a) (Uih~i~n soit un recouvrement special deS, 
(b) lf(x)-l(y)/<e pour x,yEUi, l~i~n, 
(c) il existe Xi E ui avec N(cpi)~N(xi)+e, (l~i~n). 
II est aise de voir (utilisant la continuite un:lforme de I et (2.5)) qu'un 
tel 0/t existe. Soit M tel que lf(x)/ ~M. (4.4) implique que N(x) ~N(S) 
pour tout xES. 
Alors on a 
NIJlt(f) = sup (sup lf(x)/ N(cpt)) ~ sup (lf(xi)/+e)(N(xi)+e) ~ 
l:>;i~n xeu, l~i~n 
~sup lf(x)J N(x) +e(M +N(S) + l). 
XEX 
Done 
N(f) ~ N 0/t(f) ~ sup lf(x) / N(x). 
xEX 
Maintenant nous pouvons etendre la definition de N a toute8 les fonctions 
sur X, a valeurs dans K. Pour cela il su:ffit de constater que (3) a un 
sens pour une fonction I quelconque. II est facile de verifier que N est 
une semi-norme sur l'espace vectoriel de toutes les fonctions. Bien entendu, 
N peut prendre la valeur oo. 
Observons aussi qu'on a 
N(x) = N(cp{x))· 
(To be continued) 
